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4 Ââåäåíèå

Ââåäåíèå
Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå âîçíèêëî íà îñíîâå ëåêöèîííûõ êóðñîâ, êîòîðûå àâòîð ÷è-

òàë â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò â Ìîñêîâñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå è ïðîäîëæàåò ÷èòàòü
â Ðîññèéñêîì óíèâåðñèòåòå äðóæáû íàðîäîâ íà êàôåäðå ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿. Ó÷åáíîå ïîñîáèå àäðåñîâàíî ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóðñîâ è àñ-
ïèðàíòàì, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî àáñòðàêòíûì ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì â ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò âî ìíîãèõ èíòåðåñíûõ çàäà÷àõ ìàòåìà-
òèêè è ôèçèêè, íàïðèìåð, â ñëó÷àéíûõ ïðîöåññàõ, â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé îïòèêè è â òåîðèè
ïëàçìû. Â òî æå âðåìÿ àáñòðàêòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâî çàíèìà-
þò îòäåëüíîå ìåñòî â îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïîñêîëüêó ñîâðåìåííûå ìåòîäû
èõ èññëåäîâàíèÿ òðåáóþò ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â
ãëàâå 1 ìû ïðèâîäèì ïîñòàíîâêè èçó÷àåìûõ çàäà÷, îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòðàíñòâà.

Ðàçðåøèìîñòü ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ âî ìíîãîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè
ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷. Îäíàêî äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé òåîðèè â ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû. Íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ ñâÿçè ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè è ïàðàáîëè÷åñêèìè çàäà÷àìè ÿâëÿ-
åòñÿ òåîðèÿ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ. Ýòà ýôôåêòèâíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ åñòåñòâåííîñòüþ
òåîðèè ïîëóãðóïï â ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ïðàâèëî, åñëè (àâòîíîì-
íîå) ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì, òî åãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû ÷åðåç ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ.

Â ãëàâå 2 èçëàãàþòñÿ îñíîâû òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ è ïîêàçàíû ìåòîäû ïðèìå-
íåíèÿ ýòîé òåîðèè â ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Õîòÿ òåîðèÿ ïîëóãðóïï ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â
50-õ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòàõ Ý. Õèëëå, Ê. Èîñèäû, Ð. Ôèëëèïñà, Â. Ôåëëåðà, Ò. Êàòî,
Ñ. Ã. Êðåéíà, Ï. Å. Ñîáîëåâñêîãî è ìíîãèõ äðóãèõ, â ó÷åáíèêàõ, ïîñâÿùåííûõ óðàâíåíèÿì
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èçëîæåíèå ìåòîäîâ òåîðèè ïîëóãðóïï � ÿâëåíèå ðåäêîå. Óäà÷-
íûì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíèê [11]. Ðàññìîòðåíèå æå ñèëüíûõ ðåøåíèé (ñ ïîìîùüþ
òåîðèè ïîëóãðóïï) åùå áîëåå ðåäêîå ÿâëåíèå äàæå â ìîíîãðàôè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Íàè-
áîëåå èçâåñòíîé ìîíîãðàôèåé, ãäå èçó÷àþòñÿ ñèëüíûå ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîãðàôèÿ [21],
ãäå â ïîëíîé ìåðå ïîñëåäîâàòåëüíî èçó÷åíû ïîëóãðóïïû è èõ ïðèìåíåíèÿ. Ñ ñîâðåìåííîé
òî÷êè çðåíèÿ ñèëüíûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êíèãå [20]. Çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíûå ìî-
íîãðàôèè [4�6,19] ïî òåîðèè ïîëóãðóïï ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåíû êëàññè÷åñêèì îïåðàòîðíûì
ðåøåíèÿì.

Ïàðàáîëè÷åñêèå çàäà÷è îáëàäàþò è ñïåöèôè÷åñêèìè ¾ïàðàáîëè÷åñêèìè¿ ïðîáëåìàìè.
Îäíîé èç íàèáîëåå âàæíîé è òðóäíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà
íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïîä ïðîñòðàíñòâîì íà÷àëüíûõ äàííûõ ìû ïîíèìàåì òå íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñèëüíûå ðåøåíèÿ. Ýòà ïðîáëåìà íåòðèâèàëüíà è äëÿ
êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íî åùå áîëåå ïðèíöèïèàëüíî ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îïè-
ñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ íà÷àëüíûõ äàííûõ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî â òåðìèíàõ òåîðèè
ïîëóãðóïï (ñì. [20]). Îäíàêî èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ íà÷àëüíûõ äàííûõ
ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ òåîðèè èíòåðïîëÿöèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðèÿ èíòåðïîëÿöèè ãèëüáåðòîâûõ (èëè, áîëåå îáùå, áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àáñòðàêòíóþ òåîðèþ íà ñòûêå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíêöèé
è ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòà îáëàñòü ìàòåìàòèêè, íåñìîòðÿ íà ñâîþ àáñòðàêò-
íîñòü, à ïîðîé è èçðÿäíóþ ñëîæíîñòü, ÿâëÿåòñÿ óäèâèòåëüíûì ñî÷åòàíèåì ðàçëè÷íûõ
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ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè îò òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Òåîðèÿ
èíòåðïîëÿöèè ïðîñòðàíñòâ íå òîëüêî êðàñèâàÿ è íåîæèäàííàÿ òåîðèÿ, íî è î÷åíü ýôôåê-
òèâíîå ñðåäñòâî â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå. Â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé òåõíèêè
ïîëó÷åíî èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ê ñîæàëåíèþ, òåîðèÿ
èíòåðïîëÿöèè èçëîæåíà ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷èòåëüíî â ìîíîãðàôèÿõ (ñì. [1, 7, 10, 17]). Ê
òîìó æå ýòî èçëîæåíèå çà÷àñòóþ ïåðåãðóæåíî îáùèìè ñëó÷àÿìè, ÷òî ñèëüíî çàòðóäíÿåò
åå èçó÷åíèå ñòóäåíòàìè. Â ãëàâå 3 ìû ñëåäóåì èçëîæåíèþ â [10], ãäå òåîðèÿ èíòåðïî-
ëÿöèè èçëîæåíà äëÿ ñëó÷àÿ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî ñóùåñòâåííî äîñòóïíåå äëÿ
íà÷àëüíîãî èçó÷åíèÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê ìû âîîðóæåíû òåîðèåé ïîëóãðóïï è òåîðèåé èíòåðïîëÿöèè, ìû ïðè-
ñòóïàåì ê ïîëó÷åíèåì ðåçóëüòàòîâ î ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè è îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâ íà-
÷àëüíûõ äàííûõ (ãëàâà 4). Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå 4.4, ïîëó÷åíû àâòîðîì
â [18], è ïîçâîëÿþò êîíñòðóêòèâíî îïèñàòü ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Â ãëàâå 5 ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìû ðå-
çóëüòàòû ðàçäåëà 4.4. Íàèáîëåå óñïåøíî ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â òåî-
ðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, íî è èìåþò èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ â òàêèõ ðàçäåëàõ, êàê íåëèíåéíàÿ îïòèêà,
íåëîêàëüíûå çàäà÷è è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ñ ìåòîäè÷åñêèìè è íàó÷íûìè ìàòåðèàëàìè, ñîïðîâîæäàþùèìè ñïåöêóðñ, ïîñâÿùåí-
íûé àáñòðàêòíûì ïàðàáîëè÷åñêèì çàäà÷àì, ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ íà ñëåäóþùåì ñàéòå:
http://www.lector.ru.

Àâòîð ñ áëàãîäàðíîñòüþ ïðèìåò ëþáûå çàìå÷àíèÿ è ïîæåëàíèÿ ïî ñëåäóþùèì àäðåñàì:
http://www.shamin.ru, roman@shamin.ru.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó
À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîìó çà âíèìàíèå ê íàïèñàíèþ ïîñîáèÿ, à ãëàâíîå, çà ìíîãîëåòíþþ ñîâ-
ìåñòíóþ ðàáîòó, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé àâòîð íàäååòñÿ ñ÷èòàòü ñåáÿ ó÷åíûì. Àâòîð òàêæå
áëàãîäàðåí Ì. À. Ñêðÿáèíó çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü ïðè íàáîðå ïîñîáèÿ.



Ãëàâà 1

Ïîñòàíîâêà
ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷

1.1. Àáñòðàêòíûå ïàðàáîëè÷åñêèå çàäà÷è
Ïóñòü V è H � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è V ïëîòíî è íåïðåðûâíî

âëîæåíî â H. Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî H ñ åãî ñîïðÿæåííûì; òîãäà ìû ïîëó÷èì

V ⊂ H ⊂ V ′,

ãäå êàæäîå ïðîñòðàíñòâî ïëîòíî â ïîñëåäóþùåì.
Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : V → V ′.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ V -êîýðöèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈ V
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Re〈Av, v〉 > c1‖v‖2
V , (1.1)

ãäå c1 > 0 íå çàâèñèò îò v.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ìû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ V -êîýðöèòèâíûì.

Çàìå÷àíèå 1.1. Â ñèëó òåîðåìû 9.1 [10, ãëàâà 2] îïåðàòîð A âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðà-
æàåò V íà V ′.

Ðàññìîòðèì ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó a[u, v] â H, îïðåäåëåííóþ ïî ôîðìóëå

a[u, v] = 〈Au, v〉

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(a) = V . Â ñèëó (1.1) ôîðìà a ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ñåêòîðèàëü-
íîé ôîðìîé â V . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ V ìû èìååì

| Im a[u, u]| 6 |a[u, u]| 6 c2‖u‖2
V .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ îáëàñòü çíà÷åíèÿ Θ(a) ëåæèò
â ñåêòîðå

Θ(a) ⊂ {λ ∈ C : | arg λ| < θ1, Re λ > 0}, (1.2)
ãäå θ1 = arctg(c2/c1) < π/2.

Â ñèëó òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè (ñì. òåîðåìó 2.1 [5, ãëàâà 6]) ñóùåñòâóåò çàìêíó-
òûé, ïëîòíî îïðåäåëåííûé, ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð A : D(A) ⊂ H → H, ïîðîæäåííûé
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ôîðìîé a[·], òàêîé, ÷òî (Au, v)H = a[u, v], u ∈ D(A), v ∈ V . Î÷åâèäíî, Au = Au, êîãäà
u ∈ D(A) = {u ∈ V : Au ∈ H}.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)D(A) = (Au,Av)H + (u, v)H . (1.3)
×åðåç I îáîçíà÷èì ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé îñè, à ÷åðåç Y ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(I; Y ) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f ñî çíà÷åíèÿìè â Y , èçìå-
ðèìûõ íà I îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà è òàêèõ, ÷òî

∫

I

‖f(t)‖2
Y dt < ∞.

Êàê îáû÷íî, îòîæäåñòâëÿÿ ôóíêöèè ðàâíûå ïî÷òè âñþäó, ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå L2(I; Y )
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(f, g)L2(I;Y ) =

∫

I

(f(t), g(t))Y dt.

Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L2(I; Y ) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Ââåäåì åùå ïðîñòðàíñòâî Ck(I; Y ) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ âïëîòü äî ïîðÿä-
êà k íà I ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Y . Ïðîñòðàíñòâî Ck(I; Y )
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖u‖C(I;Y ) =
k∑

α=0

sup
t∈I

‖u(α)(t)‖Y .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H

u′(t) +Au(t) = f(t) (t ∈ (0, T )) (1.4)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u|t=0 = ϕ, (1.5)

ãäå 0 < T < ∞, f ∈ L2(0, T ; H) è ϕ ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ôóíêöèÿ u ∈ L2(0, T ; V ) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (1.4)�(1.5), åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ C1([0, T ]; V ) òàêîé, ÷òî v(T ) = 0 âûïîëíåíî
èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî

T∫

0

(−(u(t), v′(t))H + a[u(t), v(t)])dt = (ϕ, v(0))H +

T∫

0

(f(t), v(t))Hdt.

Ïðèìåð 1.1 (óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè). Ïóñòü Q ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü.
Ïóñòü â íàøåì ïðèìåðå H = L2(Q), V = H̊1(Q), òîãäà V ′ = H−1(Q). Ìîæíî ïîêàçàòü
(ñì. [10]), ÷òî ïðîñòðàíñòâî H−1(Q) ñîñòîèò èç îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèé èç L2(Q), áîëåå òîãî ‖uxi

‖H−1(Q) 6 c‖u‖L(Q), i = 1, . . . , n. Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà A
âîçüìåì îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïåðàòîð A = −∆ :
H̊1(Q) → H−1(Q), äåéñòâóþùèé â ñìûñëå îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò
îïåðàòîð áóäåò íåïðåðûâíûì. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ H̊1(Q)-êîýðöèòèâíûì.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé u ∈ H̊1(Q) âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ⊂ Ċ∞(Q) òàêóþ, ÷òî
‖uk − u‖H̊1(Q) → 0 ïðè k →∞. Äëÿ ôóíêöèè uk èìååì

〈Auk, uk〉 = (−∆uk, uk)L2(Q) = (∇uk,∇uk)L2(Q) > c1‖uk‖2
H̊1(Q)

.

Â ñèëó ïëîòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Ċ∞(Q) â H̊1(Q) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

〈Au, u〉 > c1‖uk‖2
H̊1(Q)

.

Çàäà÷à (1.4)�(1.5) â íàøåì ïðèìåðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, à îáîáùåííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííûì ðåøåíèåì
èç êëàññà L2(0, T ; H̊1(Q)) ⊂ H1,0(Q× (0, T )).

1.2. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ
Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷,

â îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è â ðÿäå äðóãèõ âàæíûõ âîïðîñîâ. Îäíàêî ïî ñóòè
îáîáùåííûå ðåøåíèÿ íå óäîâëåòâîðÿþò ñîáñòâåííî óðàâíåíèþ (1.4) è óñëîâèþ (1.5). Ðàñ-
ñìîòðåíèå æå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ñóæàåò êëàññ, â êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå, è íàëàãàåò
èçëèøíèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàâûå ÷àñòè è êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì ìíîãèå çà-
äà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè òðåáóþò ðàññìîòðåíèÿ ðàçðûâíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé. Óäîáíûì
êîìïðîìèññîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñèëüíûõ ðåøåíèé. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿ-
þò óðàâíåíèþ (1.4) ¾ïî÷òè âñþäó¿ ïðè ìèíèìàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü, íà-
÷àëüíóþ ôóíêöèþ è êîýôôèöèåíòû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé D(I; H) êàê ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé íà I ñî çíà÷åíèÿìè â H, ñ êîìïàêòíûì â I íîñèòåëåì. Ïðîñòðàíñòâî
D(I; H) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå ñ òîïîëîãèåé, çàäàííîé ñèñòåìîé ïîëóíîðì:

pKi,m(ϕ) = sup
t∈Ki,α6m

‖Dαϕ(t)‖H ,

ãäå Ki � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòîâ â I, òàêàÿ ÷òî
∞⋃
i=1

Ki = I. ×åðåç D′(I; H) îáîçíà-
÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðîñòðàí-
ñòâîì D(I; H). Ïðîñòðàíñòâî D′(I; H) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ðàñïðåäåëåíèé. À
ýëåìåíòû D′(I; H) áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèÿìè èëè îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè.

Ïóñòü T ∈ D′(I; H), ϕ ∈ D(I; H) òîãäà ÷åðåç 〈T, ϕ〉 áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå ôóíêöè-
îíàëà T íà ϕ. Äëÿ ëþáîãî T ∈ D′(I; H) îïðåäåëèì îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ dT

dt
ðàâåí-

ñòâîì 〈
dT

dt
, ϕ

〉
= −

〈
T,

dϕ

dt

〉
äëÿ âñåõ ϕ ∈ D(I; H).

Èòåðèðóÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ ëþáîãî ïîðÿäêà îò ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç L2(I; H) îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé

ôóíêöèîíàë íà D(I; H) ïî ôîðìóëå

〈f, ϕ〉 = (f, ϕ)L2(I;H), (1.6)
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òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ

D(I; H) ⊂ L2(I; H) ⊂ D′(I; H).

Òå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà D′(I; H), êîòîðûå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ôîðìó-
ëû (1.6) áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè.
Îïðåäåëåíèå 1.3. Îáîáùåííîå ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (1.4)�(1.5) íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì ðå-
øåíèåì, åñëè u′ ∈ L2(0, T ; H), ãäå ïðîèçâîäíàÿ ïî t ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèëüíûõ ðåøåíèé óäîáíî ââåñòè ïðîñòðàíñòâî ñèëüíûõ ðåøåíèé.
Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

W(A) = {w ∈ L2(0, T ;D(A)) : w′ ∈ L2(0, T ; H)}
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)W(A) =

T∫

0

(u′, v′)H dt +

T∫

0

(Au,Av)Hdt +

T∫

0

(u, v)Hdt,

ãäå ïðîèçâîäíûå ïî t ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â L2(0, T ; H).
Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïîêàçàòü, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå u ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðå-

øåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ∈ W(A).

1.3. Ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé íà ïðàâûå ÷àñòè è íà÷àëü-

íóþ ôóíêöèþ íåîáõîäèìî íàëàãàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. ×òî êàñàåòñÿ ôóíêöèè èç
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.4), òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâó L2(0, T ; H). Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì è ëåãêî ïðîâåðÿåìûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ íà íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ
ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûìè (â íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àÿõ) è, çà÷àñòóþ, íåêîíñòðóêòèâ-
íûìè. Óæå â ïðîñòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èç ïðèìåðà 1.1 íåîáõîäèìî
íàêëàäûâàòü óñëîâèÿ íà íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ ϕ. Äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè â ãëàäêèõ îáëàñòÿõ (ñîîòâåòñòâåííî,
äîïóñêàþùèõ ãëàäêèå ðåøåíèÿ) óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé áûëè ïîëó÷å-
íû â ðàáîòàõ Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Ë.Í. Ñëîáîäåöêîãî è äðóãèõ àâòîðàõ.
Ïðèìåð 1.2 (ïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè). Ïðîäîëæèì
ðàññìîòðåíèå ïðèìåðà 1.1, ñ÷èòàÿ ãðàíèöó îáëàñòè äîñòàòî÷íî ãëàäêîé, ëèáî ñ÷èòàÿ, ÷òî
îáëàñòü Q ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì. Â ýòîì ñëó÷àå îáîáùåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íûì åñëè ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H2,1(Q×(0, T )). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [12]), ÷òî åñëè
ϕ ∈ H̊1(Q), òî îáîáùåííîå ðåøåíèå ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ïðèíàäëåæèò H2,1(Q× (0, T )). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ϕ ∈ H̊1(Q) ÿâëÿåòñÿ
è íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïðîñòðàíñòâîì íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ çàäà÷è (1.4)�(1.5) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

Φ(A) = {ϕ ∈ H : ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.4)�(1.5)}.
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Îïðåäåëåíèå 1.4 ÿâëÿåòñÿ íåêîíñòðóêòèâíûì, îäíàêî ïðèìåíÿÿ ìåòîäû òåîðèè èíòåð-
ïîëÿöèè ìîæíî äàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ íà÷àëüíûõ äàííûõ â òåðìèíàõ èíòåðïîëÿ-
öèîííûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðèè èíòåðïîëÿöèè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïï. Â òî æå âðåìÿ àíàëèòè÷åñêèå ïî-
ëóãðóïïû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ è ÿâëÿþòñÿ îäíèì
èç ñàìûõ ìîùíûõ ñðåäñòâ èññëåäîâàíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ è îñîáåííî àáñòðàêòíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷.



Ãëàâà 2

Ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

2.1. Ñèëüíî íåïðåðûâíûå ïîëóãðóïïû
Ïóñòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî Tt (t > 0)

îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñåìåéñòâî Tt (t > 0) íàçûâàåòñÿ C0-ïîëóãðóïïîé èëè ñèëüíî íåïðå-
ðûâíîé ïîëóãðóïïîé èëè ïðîñòî ïîëóãðóïïîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Tt+s = TtTs ïðè t, s > 0, T0 = I.

2. Ôóíêöèÿ Ttϕ íåïðåðûâíà â ïðîñòðàíñòâå H íà [0,∞) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
ϕ ∈ H.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðóïïû ñëåäóåò îöåíêà íîðìû ïîëóãðóïïû.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Tt (t > 0) � C0-ïîëóãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû
β è M > 1, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖Tt‖ 6 Meβt. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì c1 = sup
t∈[0,1]

‖Tt‖. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç [t] öåëóþ ÷àñòü t, ìû èìååì

Tt = T[t]Tt−[t] = (T1)
[t]Tt−[t]

äëÿ ëþáîãî t > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖Tt‖ 6 c1e
β[t],

ãäå β = ln ‖T1‖. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖Tt‖ 6 Meβt, t > 0,

ãäå M = c1, åñëè β > 0, è M = c1e
−β, åñëè β < 0.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü âñåõ ÷èñåë β, äëÿ êîòîðûõ âåðíî íåðàâåí-
ñòâî (2.1) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ðîñòà ïîëóãðóïïû.
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Îïðåäåëåíèå 2.3. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîðÿäîê ðîñòà ðàâåí íóëþ, à M = 1, òî åñòü èìååò
ìåñòî îöåíêà

‖Tt‖ 6 1,

ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùåé.

Ïóñòü Tt (t > 0) � C0- ïîëóãðóïïà. Ââåäåì ëèíåéíûé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð G ïî ôîðìóëå

Gϕ = lim
h→+0

Thϕ− ϕ

h
,

îïðåäåëåííûé íà òàêèõ ýëåìåíòàõ ϕ ∈ D(G), äëÿ êîòîðûõ ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð G íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì
ïîëóãðóïïû èëè èíôèíèòåçèìàëüíûì ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì ïîëóãðóïïû Tt (t > 0).

Ïðèìåð 2.1 (ñëó÷àé îãðàíè÷åííîãî ãåíåðàòîðà). Ïóñòü B : H → H � ïðîèçâîëüíûé
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Tt ïî ôîðìóëå

Tt = I + tB +
t2

2!
B2 + · · ·+ tn

n!
Bn + · · · =

∞∑
n=0

tn

n!
Bn. (2.2)

Ýòîò ðÿä ñõîäèòüñÿ ïî íîðìå îïåðàòîðîâ ïðè âñåõ t > 0, òàê êàê åãî ÷ëåíû ìàæîðèðóþòñÿ
÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèè e‖B‖t. Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî âèäåòü, ÷òî
îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ C0-ïîëóãðóïïîé ñ îïåðàòî-
ðîì B â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà.

2.2. Ãåíåðàòîðû ïîëóãðóïï
Èç ïðèìåðà 2.1 âèäíî, ÷òî ëþáîé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì C0-

ïîëóãðóïïû. Îäíàêî äàëåêî íå êàæäûé íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð áóäåò ãåíåðàòîðîì.

Òåîðåìà 2.2. Ãåíåðàòîð C0-ïîëóãðóïïû èìååò ïëîòíóþ â H îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû Tt. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ
ε > 0 è ϕ0 ∈ H ýëåìåíòû âèäà

ϕε =
1

ε

ε∫

0

Ttϕ0dt, (2.3)

ïðèíàäëåæàò D(G). Ýëåìåíòû (2.3) îáðàçóþò ïëîòíîå â H ìíîæåñòâî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî
ϕ0 ∈ H

lim
ε→0

‖ϕε − ϕ0‖H 6 lim
ε→0

1

ε

ε∫

0

‖Ttϕ0 − ϕ0‖Hdt = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì

Th − I

h
ϕε =

1

εh

ε∫

0

(Tt+hϕ0 − Ttϕ0)dt =

1

εh





ε+h∫

h

Ttϕ0dt−
ε∫

0

Ttϕ0dt



 =

1

εh





ε+h∫

ε

Ttϕ0dt−
h∫

0

Ttϕ0dt



 ,
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îòêóäà
lim
h→0

∥∥∥∥
Th − I

h
ϕε − Tε − I

ε
ϕ0

∥∥∥∥
H

= 0.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ϕε ∈ D(G) è

Gϕε =
1

ε
(Tεϕ0 − ϕ0).

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü Tt è G � ñîîòâåòñòâåííî C0-ïîëóãðóïïà è ãåíåðàòîð ýòîé ïî-
ëóãðóïïû. Òîãäà îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Tt ïðåîáðàçóåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(G) â ñåáÿ è
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

d

dt
(Ttϕ) = GTtϕ = TtGϕ, (2.4)

äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ D(G), t > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

Th − I

h
Ttϕ = Tt

Th − I

h
ϕ

ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Òåîðåìà 2.4. Ãåíåðàòîð C0-ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îïåðàòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû Tt. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {ϕk} ⊂ D(G) òàêóþ, ÷òî ϕk è Gϕk ñõîäÿòñÿ â H ê ïðåäåëàì ϕ0 è y0 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èç (2.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè h > 0 èìååì

1

h
(Thϕk − ϕk) =

1

h

h∫

0

(Tt)
′ϕkdt =

1

h

h∫

0

TtGϕkdt.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè k →∞ (è ôèêñèðîâàííîì h), ïîëó÷àåì

1

h
(Thϕ0 − ϕ0) =

1

h

h∫

0

Tty0dt.

Óñòðåìèì òåïåðü h ê íóëþ. Ïåðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò è ðàâåí y0, ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ0 ∈ D(G) è Gϕ0 = y0.

2.3. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ãåíåðàòîðîâ ïîëóãðóïï
×åðåç R(λ,G) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà G, òî åñòü

R(λ,G) = (λI −G)−1

äëÿ òåõ λ ∈ C, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð (λI −G)−1. Êîãäà ýòî íå
ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, ìû áóäåì ñîêðàùàòü çàïèñü: R(λ) = R(λ,G).

Îêàçûâàåòñÿ, íà ñïåêòð ãåíåðàòîðîâ ïîëóãðóïï íåîáõîäèìî íàëàãàþòñÿ ñóùåñòâåííûå
óñëîâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòè óñëîâèÿ ñâÿçàíû ñ ïîðÿäêîì ðîñòà ïîëóãðóïïû.
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Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü Tt � C0-ïîëóãðóïïà, à β0 åñòü åå ïîðÿäîê ðîñòà. Òîãäà ìíîæåñòâî
{λ ∈ C : Re λ > β0} ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó îïåðàòîðà G. Ïðè÷åì

R(λ) =

∞∫

0

e−λtTtϕdt, Re λ > β0. (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Re λ > β > β0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå M(β), ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî (2.1), ïîýòîìó èíòåãðàë

J(λ)ϕ =

∞∫

0

e−λtTtϕdt

ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîð G çàìêíóò, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî
(λI −G)J(λ)ϕ = J(λ)(λI −G)ϕ = ϕ

äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ D(G).
Ôèêñèðóåì λ (Re λ > β) è ϕ ∈ D(G). Èç ðàâåíñòâà

(λI −G)Ttϕ = Tt(λI −G)ϕ (2.6)

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ e−λt(λI −G)Ttϕ èíòåãðèðóåìà íà [0,∞). Äàëåå, â ñèëó çàìêíóòîñòè
îïåðàòîðà λI −G èìååì

(λI −G)J(λ)ϕ =

∞∫

0

e−λt(λI −G)Ttϕdt = λJ(λ)ϕ−
∞∫

0

e−λt(Tt)
′ϕdt.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

(λI −G)J(λ)ϕ = λJ(λ)ϕ + ϕ− λ

∞∫

0

e−λtTtϕdt =

= λJ(λ)ϕ + ϕ− λJ(λ)ϕ = ϕ.

Èç (2.6) ñëåäóåò, ÷òî

J(λ)(λI −G)ϕ =

∞∫

0

e−λtTt(λI −G)ϕdt =

∞∫

0

e−λt(λI −G)Ttϕdt = ϕ.

Ñëåäñòâèå 2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.5 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû

dkR(λ)

dλk
= (−1)k

∞∫

0

tke−λtTtϕdt, (2.7)

ïðè Re λ > β0, k = 1, 2, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (2.7) ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî âñå èíòåãðàëû â (2.7) àáñîëþòíî
ñõîäÿòñÿ.
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2.4. Òåîðåìà Õèëëå�Èîñèäû è åå îáîáùåíèÿ
Ðàíåå ìû ïîëó÷èëè ðÿä íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ ãåíåðàòîðîâ ïîëóãðóïï. Ñåé÷àñ ìû ðàñ-

ñìîòðèì âîïðîñ î êðèòåðèÿõ äëÿ ãåíåðàòîðîâ C0-ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 2.6. Çàìêíóòûé îïåðàòîð G, èìåþùèé ïëîòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ãåíåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
λ0, ÷òî âñå ÷èñëà λ, Re λ > λ0 ÿâëÿþòñÿ ðåçîëüâåíòíûìè äëÿ îïåðàòîðà G, è äëÿ ýòèõ
÷èñåë âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖(R(λ))k‖ 6 c1

(Re λ− λ0)k
, k = 1, 2, . . . , (2.8)

ãäå êîíñòàíòà c1 > 0 íå çàâèñèò îò k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G � ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû Tt. Òîãäà èç òåîðå-
ìû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî åñëè Re λ > β0, ãäå β0 � ïîðÿäîê ðîñòà, òî λ ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíò-
íîìó ìíîæåñòâó. Ïîñêîëüêó ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé íà
ðåçîëüâåíòíîì ìíîæåñòâå, òî â ñèëó âèäà êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà è ôîðìóëû (2.7),
ìû èìååì ôîðìóëó

(R(λ))kϕ =
1

(k − 1)!

∞∫

0

tk−1e−λtTtϕdt.

Îöåíèâàÿ îòñþäà (R(λ))k ñ ïîìîùüþ îöåíêè (2.1), ïîëó÷àåì ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
β > β0 è Re λ > β

‖(R(λ))k‖ 6 M

(k − 1)!

∞∫

0

tk−1e(β−Re λ)tdt =
M

(Re λ− β)k
.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü îïåðàòîð G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû. Ïîñòðîèì ïî-
ëóãðóïïó, ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð G.

Ââåäåì îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû (àïïðîêñèìàöèè Èîñèäû)

Gn = nGR(n),

ãäå n ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ, áîëüøèå, ÷åì λ0. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîðû Gn íà ýëå-
ìåíòàõ D(G) ñõîäÿòñÿ ê G

lim
n→∞

‖Gnϕ−Gϕ‖H = 0. (2.9)

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ H

lim
n→∞

‖n(nI −G)−1ϕ− ϕ‖H = 0. (2.10)

Â ñëó÷àå, êîãäà ϕ ∈ D(G) èìååì

‖n(nI −G)−1ϕ− ϕ‖H = ‖R(n)Gϕ‖H 6 c1

n− λ0

‖Gϕ‖H

Îòêóäà (2.10) ñëåäóåò äëÿ ϕ ∈ D(G). Äëÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ ϕ ∈ H ñïðàâåäëèâîñòü (2.10)
âûòåêàåò èç ïëîòíîñòè D(G) â H è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè íîðì îïåðàòîðîâ nR(n)

‖nR(n)‖ 6 |n|‖R(n)‖ 6 c1|n|
n− λ0

.
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Èç (2.10) è ñîîòíîøåíèÿ
Gnϕ−Gϕ = nR(n)Gϕ−Gϕ

ñëåäóåò (2.9).
Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû Gn îãðàíè÷åíû, òî èñïîëüçóÿ ðÿä (2.2) èç ïðèìåðà 2.1, îïðåäåëèì

îïåðàòîðû eGht. Òàê êàê
Gn = n2(nI −G)−1 − nI,

òî
eGnt = e−nten2(nI−G)−1t = e−nt

∞∑

k=0

tkn2k

k!
(R(n))k.

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (2.8) îöåíèâàåì

‖eGnt‖ 6 e−nt

∞∑

k=0

tkn2k

k!
‖(R(n))k‖ 6 c1e

−nt

∞∑

k=0

1

k!

(
tn2

n− λ0

)k

6 c1e

“
−n+ n2

n−λ0

”
t
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì

‖eGnt‖ 6 e
nλ0t
n−λ0 6 c2e

(λ0+ε)t, (2.11)

ãäå ε > 0 � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîð eGnt ñõîäÿòñÿ íà âñåì

H ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t èç êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî îòðåçêà [0, t0]. Â ñèëó (2.11) ýòîò
ôàêò äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äëÿ ýëåìåíòîâ ϕ èç ïëîòíîãî â H ìíîæåñòâà D(G).

Ïóñòü ϕ ∈ D(G). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è n

eGmt − eGnt =

t∫

0

d

ds
eGn(t−s)+Gmsϕds =

t∫

0

eGn(t−s)+Gms(Gm −Gn)ϕds,

îòêóäà â ñèëó (2.11) ïîëó÷àåì

‖(eGmt − eGnt)ϕ‖H 6 c2e
(λ0+ε)tt‖(Gm −Gn)ϕ‖H 6 c3‖(Gm −Gn)ϕ‖H

è, â ñèëó (2.9),
lim

n,m→∞
‖(eGmt − eGnt)ϕ‖H = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû eGnt ñõîäÿòñÿ ê ïðåäåëó, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Tt.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîð-ôóíêöèè eGnt íåïðåðûâíû è ôóíêöèè eGnt ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî

ïî t, òî îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Tt áóäåò òàêæå íåïðåðûâíîé. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå

eGn(t+s)ϕ = eGnteGns,

ïîëó÷èì ïîëóãðóïïîâîå ñîîòíîøåíèå Tt+s = TtTs. Î÷åâèäíî, T0 = I. Ñëåäîâàòåëüíî, Tt

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïîé.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû Tt áóäåò îïåðàòîð G. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç G̃ ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû Tt. Ïóñòü ϕ ∈ D(G). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå

eGntϕ− ϕ =

t∫

0

eGnsGnϕds,



2.5. Àíàëèòè÷åñêèå ïîëóãðóïïû 17

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

Ttϕ− ϕ =

t∫

0

TsGϕds, (2.12)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ ∈ D(G̃), ïðè÷åì G̃ϕ = Gϕ ïðè ϕ ∈ D(G). Â ñèëó òåîðåìû 2.5
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì λ > 0 îáðàç îïåðàòîðà (λI − G̃) ñîâïàäàåò ñî âñåì H, à çíà÷èò,
è ñ îáðàçîì îïåðàòîðà (λI −G), ÷òî äîêàçûâàåò ñîâïàäåíèå îïåðàòîðîâ G̃ è G.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà óñëîâèÿ (2.8) çàòðóäíèòåëüíà. Îäíàêî ñóùåñòâóåò áîëåå
ñèëüíîå è ïðîñòîå óñëîâèå èç êîòîðîãî ñëåäóåò óñëîâèå (2.8).

Ñëåäñòâèå 2.2. Òåîðåìà 2.6 îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè óñëîâèå (2.8) çàìåíèòü óñëîâèåì

‖R(λ)‖ 6 1

Re λ− λ0

. (2.13)

Â ñëó÷àå, êîãäà è λ0 = 0 ýòî ñëåäñòâèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Õèëëå�Èîñèäû. Ïðè-
âåäåì ïîëíóþ ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 2.7 (Õèëëå, Èîñèäà). Çàìêíóòûé îïåðàòîð G, èìåþùèé ïëîòíóþ îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñæèìàþùåé C0-ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå ÷èñëà λ > 0 ÿâëÿþòñÿ ðåçîëüâåíòíûìè äëÿ îïåðàòîðà G, è äëÿ ýòèõ ÷èñåë
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖R(λ)‖ 6 1

λ
. (2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ ïîëóãðóïïà áóäåò ñæèìàþùåé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà (2.11) âûòåêàåò, ÷òî

‖eGntϕ‖H 6 e
1
n‖ϕ‖H ,

îòêóäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷àåì

‖Tt‖ 6 1.

2.5. Àíàëèòè÷åñêèå ïîëóãðóïïû
Ïðè ðàññìîòðåíèè ñèëüíûõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêàþò

àíàëèòè÷åñêèå ïîëóãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà Tt íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, åñëè
îíà ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà â íåêîòîðûé ñåêòîð

∆δ = {λ ∈ C : | arg λ| < δ, Re λ > 0}, 0 < δ 6 π/2,

òàêèì îáðàçîì, ÷òî Tλ íåïðåðûâíà â ∆δ.

Îïðåäåëåíèå 2.5 íå î÷åíü óäîáíî â ïðèëîæåíèÿõ. Ê ñ÷àñòüþ åñòü óäîáíûé êðèòåðèé
äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïï.
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Îïðåäåëåíèå 2.6. Ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, åñëè ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ω è q > 0, ÷òî ìíîæåñòâî Ωq,ω = {λ ∈ C : Re λ > ω, |λ| > q} ñâîáîäíî
îò ñïåêòðà åå ãåíåðàòîðà G, è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖(λI −G)−1‖ 6 c1

|λ| , λ ∈ Ωq,ω. (2.15)

Òåîðåìà 2.8. Îïðåäåëåíèÿ 2.5 è 2.6 ýêâèâàëåíòíû.

Ïîñêîëüêó ìû íå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2.8, òî çà äîêàçàòåëüñòâîì ìû îòñûëàåì
÷èòàòåëÿ ê [4, ãëàâà 9, ðàçäåë 10].

Ïîêàæåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ïîëóãðóïïû íåîáõîäèìî âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè
ñèëüíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷. Ïóñòü G � ãåíåðàòîð C0-ïîëóãðóïïû Tt. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó

u′(t)−Gu(t) = f(t), t ∈ [0, 1], (2.16)
u(0) = 0. (2.17)

Ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.16)�(2.17) ïîíèìàåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.3.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî f ∈ L2(0, 1; H) çàäà÷à (2.16)�(2.17) èìååò ñèëüíîå ðå-
øåíèå u òàêîå, ÷òî

‖Gu(·)‖L2(0,1;H) 6 c1‖f‖L2(0,1;H), (2.18)
òîãäà ïîëóãðóïïà Tt ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ϕ ∈ D(G) è ñêîíñòðóèðóåì ôóíêöèþ v(t) = tTtϕ.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.16)�(2.17) ñ f(t) = Ttϕ. Â
ñèëó íåðàâåíñòâ (2.18) è (2.1) ñëåäóåò

max
06t61

‖tTtϕ‖H 6 c2‖ϕ‖H .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïëîòíîñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ G â H, ïîëó÷àåì äëÿ t > 0 îöåíêó

‖GTt‖ 6 c2t
−1. (2.19)

Èç (2.19) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H è t > 0 èìååì Ttψ ∈ D(G). Ïîêàæåì, ÷òî

dk

dtk
Ttψ =

(
d

dt
Tt/k

)k

ψ. (2.20)

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ çàìêíóòîñòü îïåðàòîðà G, ïîëó÷àåì

d2

dt2
Ttψ =

d

dt
(GTt)ψ = G lim

n→∞
n(Tt+1/n − Tt)ψ =

G(GTt)ψ = GTt/2GTt/2ψ =

(
d

dt
Tt/2

)2

ψ.

Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì (2.20).
Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Tt äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè t > 0, è èìåþò ìåñòî

îöåíêè äëÿ ïðîèçâîäíûõ ∥∥∥∥
dkTt

dtk

∥∥∥∥ = ‖GkTt‖ 6 ckkkt−k. (2.21)
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Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c2, ÷òî ïðè |t − t0| < c2t0 ðÿä
Òåéëîðà

Tt =
∞∑

k=0

(t− t0)
k 1

k!

dkTt0

dtk

ñõîäèòñÿ. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Tt ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà â ñåêòîð ∆δ ïðè
îïðåäåëåííîì δ > 0.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (2.19) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì
äëÿ àíàëèòè÷íîñòè ïîëóãðóïïû, íî è íåîáõîäèìûì.



Ãëàâà 3

Òåîðèÿ èíòåðïîëÿöèè
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

3.1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
Ïóñòü X è Y � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âëîæåíèå

X ⊂ Y ïëîòíîå è íåïðåðûâíîå. Äëÿ öåëîãî m > 1 ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

Wm(I; X, Y ) = {u ∈ L2(I; X) : u(m) ∈ L2(I; Y )}

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)W m(I;X,Y ) = (u, v)L2(I;X) + (u(m), v(m))L2(I;Y ), (3.1)

ãäå u(m) � ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà m â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî Wm(I; X, Y ) äåéñòâèòåëüíî ïîëíî îòíîñèòåëüíî íîðìû, ïîðîæäåííîé ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì (3.1). Ïóñòü uk �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Wm(I; X,Y ).
Òîãäà â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2(I; X) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê u ∈ L2(I; X),
ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ u

(m)
k ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè v ∈ L2(I; Y ).

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ dm

dtm
íåïðåðûâíà â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé D′(I; X), òî èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî v = u(m).
Ìåòîäàìè, ïðèìåíÿåìûìè â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìû î

ïëîòíîñòè ïðîñòðàíñòâà D(I; X) â Wm(I; X, Y ) è î ïðîäîëæåíèè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà
Wm(I; X, Y ) íà âñå R.

3.2. Îïðåäåëåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ
Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå Y çàìêíóòóþ, ñèììåòðè÷íóþ, ïîëîæèòåëüíóþ ôîðìó t[u, v] =

(u, v)X , D(t) = X. Ïóñòü T � àññîöèèðîâàííûé ñ íåé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíûé
îïåðàòîð. Òîãäà îïåðàòîð Λ = T 1/2 åñòü òàêæå ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð â Y , è â ñèëó òåî-
ðåìû 2.23 [5, ãëàâà 6] îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Λ) = D(t) = X, ïðè÷åì t[u, v] = (Λu, Λv)Y .

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâà [X; Y ]θ (0 6 θ 6 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì
[X; Y ]θ = D(Λ1−θ) (0 6 θ 6 1), ãäå äðîáíàÿ ñòåïåíü Λ1−θ îïðåäåëåíà äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
îïåðàòîðà Λ. Ïðîñòðàíñòâî [X; Y ]θ åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì

(u, v)[X;Y ]θ = (Λ1−θu, Λ1−θv)Y + (u, v)Y .
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Ââåäåì ïîíÿòèå íåïðåðûâíûõ ïðÿìûõ ñóìì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. [2]). Ïóñòü
D íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà µ. Ïóñòü êàæäîé òî÷-
êå λ ýòîãî ìíîæåñòâà ñîïîñòàâëåíî ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî h(λ) ðàç-
ìåðíîñòè n(λ), ãäå n(λ) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . èëè çíà÷åíèå ∞, ïðè÷åì
ôóíêöèÿ n(λ) èçìåðèìà ïî ìåðå µ. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî D íà èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà
D1, D2, . . . , Dn, . . . â êàæäîì èç êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî n(λ) = n. Äëÿ λ ∈ Dn îòîæ-
äåñòâèì ïðîñòðàíñòâà h(λ) ñ îäíèì è òåì æå ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì hn ðàçìåðíîñòè
n. Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî Hn, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ âåêòîð-ôóíêöèé f(λ) íà ìíîæåñòâå Dn,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå hn, ÷òî

1. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ hn ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ (f(λ), g)hn èçìåðèìà ïî ìåðå µ,
2. ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ‖f(λ)‖hn èìååò èíòåãðèðóåìûé êâàäðàò ïî ìåðå µ

∫

Dn

‖f(λ)‖2
hn

dµ(λ) < ∞.

Îïðåäåëèì â ïðîñòðàíñòâå Hn ëèíåéíûå îïåðàöèè, è ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
ïîëîæèâ

(f, g)Hn =

∫

Dn

(f(λ), g(λ))hndµ(λ).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Hn ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. [2]).
Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç H îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ

H1, . . . ,Hn, . . .:

H =
∞∑

n=1

⊕
Hn.

Ýòî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìû è áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíîé ïðÿìîé ñóììîé ïðî-
ñòðàíñòâ h(λ) îòíîñèòåëüíî ìåðû µ è îáîçíà÷àòü

H =

∫

D

⊕
h(λ)dµ(λ).

Â ñèëó òåîðåìû 4′ [2, ãëàâà 1, ðàçäåë 4] î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ñàìîñîïðÿæåí-
íûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà µ
íà âåùåñòâåííîé îñè è òàêîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå U ïðîñòðàíñòâà H â íåïðåðûâ-
íóþ ïðÿìóþ ñóììó H ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, ÷òî îïåðàòîðó Λ
ñîîòâåòñòâóåò ïðè ýòîì îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà λ. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Λ ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííûì, òî ñóùåñòâóåò λ0 > 0 òàêîå, ÷òî µ(−∞, λ0) = 0. Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî s ∈ R ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hs = {v ∈ H : λsv ∈ H} ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)Hs =
∞∑

n=1

∫

Dn

λ2s(u, v)hndµ(λ).

Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî X = D(Λ) îòîáðàçèòñÿ íà ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H1 = {v ∈
H : λv ∈ H}. Ïðè÷åì

U(Λu) = λ(Uu)

äëÿ ëþáîé u ∈ D(Λ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [X; Y ]θ = D(Λ1−θ) îòîáðàçèòñÿ íà ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî H1−θ = {v ∈ H : λ1−θv ∈ H}.
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3.3. Òåîðåìû î ñëåäàõ
Íà÷íåì ñ òåîðåìû, íàçûâàåìîé òåîðåìîé î ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü u ∈ Wm(I; X,Y ). Òîãäà

u(k) ∈ L2(I; [X, Y ]k/m)

äëÿ 1 6 k 6 m− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà I = R. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî äàòü
äðóãîå (ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Wm(R; X, Y ). Äëÿ ôóíêöèé èç L2(R; H)
îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôîðìóëîé:

F [u](ξ) =
1√
2π

∞∫

−∞

exp(−itξ)u(t)dt.

Òîãäà u ∈ Wm(R; X,Y ) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî F [u] ∈ L2(R; X) è ξmF [u] ∈ L2(R; Y ).
Ïîêàæåì, ÷òî

ξkF [u] ∈ L2(R; [X; Y ]k/m). (3.2)
Äëÿ u ∈ L2(R; Y ) îïðåäåëèì Uu ðàâåíñòâîì (Uu)(t) = U(u(t)) ïî÷òè âñþäó. Òîãäà U

áóäåò èçîìîðôèçì L2(R; [X; Y ]θ) íà L2(R;H1−θ). Ïîëîæèì v(λ, ξ) = U(F [u]).
Ïîýòîìó (3.2) ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ

λ1−k/m|ξ|kv(λ, ξ) ∈ L2(R;H) (3.3)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì îöåíêó

λ1−k/m|ξ|k 6 1

p
λ(1−k/m)p +

1

p′
|ξ|kp′ ,

1

p
+

1

p′
= 1,

ãäå p âûáèðàåì òàêèì îáðàçîì, ÷òî (1 − k/m)p = 1 (òîãäà kp′ = m). Èç ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà ñëåäóåò îöåíêà

λ1−k/m|ξ|k 6 c1(λ + |ξ|m).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îöåíèòü

‖λ1−k/m|ξ|kv(λ, ξ)‖L2(R;H) 6 c2‖(λ + |ξ|m)v(λ, ξ)‖L2(R;H).

Â ñèëó òîãî, ÷òî u ∈ Wm(R; X,Y ) èìååì (λ+|ξ|m)v(λ, ξ) ∈ L2(R;H), ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò (3.3).

Â ñëó÷àå, êîãäà I 6= R íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ïðîäîëæåíèè â R.

Òåîðåìà 3.1 óñòàíàâëèâàåò ñóììèðóåìîñòü â êâàäðàòå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé èç Wm(I; X,Y ).
Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîäíûå
íåïðåðûâíû.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü u ∈ Wm(I; X,Y ). Òîãäà

u(k) ∈ C(I1; [X,Y ](k+1/2)/m),

ãäå I1 ⊂ I � ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé èíòåðâàë, 0 6 k 6 m − 1. Âîçìîæíî, ïîñëå
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè u(k) íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî I = R.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ u ∈ D(R; X). Âíîâü ïîëîæèì v(λ, ξ) = U(F [u]). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ z(ξ) = ‖|ξ|kλ1−(k+1/2)/mv(λ, ξ)‖H. Òîãäà èìååì

∞∫

−∞

|z(ξ)|dξ =

∞∫

−∞

‖|ξ|kλ1−(k+1/2)/mv(λ, ξ)‖Hdξ =

=

∞∫

−∞

∥∥∥∥
|ξ|kλ1−(k+1/2)/m

(|ξ|m + λ)
(|ξ|m + λ)v(λ, ξ)

∥∥∥∥
H

dξ 6

6




∞∫

−∞

( |ξ|kλ1−(k+1/2)/m

(|ξ|m + λ)

)2

dξ




1/2 


∞∫

−∞

‖(|ξ|m + λ)v(λ, ξ)‖2
Hdξ




1/2

6

6 c1




∞∫

−∞

‖(|ξ|m + λ)v(λ, ξ)‖2
Hdξ




1/2

6 c2‖u‖W m(R;X,Y ),

ïîñêîëüêó, äåëàÿ çàìåíó ξ = λ1/mη, èìååì
∞∫

−∞

( |ξ|kλ1−(k+1/2)/m

(|ξ|m + λ)

)2

dξ =

∞∫

−∞

( |η|k
(1 + |η|m)

)2

dη < ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ L1(R). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ, îáðàç Ôóðüå êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó L1(R), íåïðåðûâíà (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 7.5 [14, ãëàâà 7]), òî èìååì

‖u(k)‖C(R;[X;Y ](k+1/2)/k) 6 c3‖u‖W m(R;X,Y ).

Â ñèëó òîãî, ÷òî D(R; X) ïëîòíî â Wm(R; X, Y ) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ
u ∈ Wm(R; X, Y )

Ñ òåîðåìîé 3.2 òåñíî ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîãî m > 1 ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå îòîáðàæåíèå (âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íåîäíîçíà÷íîå) ïîäíÿòèÿ R :

m−1∏
k=0

[X; Y ](k+1/2)/m → Wm(0,∞; X, Y ), âîññòàíàâëèâàþ-

ùåå ïî ïðîèçâîëüíîìó íàáîðó {ak}m−1
k=0 , ak ∈ [X; Y ](k+1/2)/m ôóíêöèþ u ∈ Wm(0,∞; X,Y )

òàêóþ, ÷òî u(k)(0) = ak, 0 6 k 6 m− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ H1−(k+1/2)/m ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
w ∈ Wm(0,∞;H1,H) òàêàÿ, ÷òî w(k)(0) = a è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖w‖W m(0,∞;H1,H) 6 c1‖a‖H1−(k+1/2)/m . (3.4)

Âîçüìåì ôóíêöèþ ϕ ∈ D([0,∞),R) òàêóþ, ÷òî ϕ(k)(0) = 1. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ w ïî
ôîðìóëå

w(λ, t) = λ−k/ma(λ)ϕ(λ1/mt).
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Òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ ôèíèòíàÿ è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, òî ôóíêöèÿ w ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wm(0,∞;H1,H). Ïîñêîëüêó, w(k) = a(λ)ϕ(k)(λ1/mt), òî w(k)(0) = a.
Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî (3.4). Äåéñòâèòåëüíî,

‖w‖2
W m(0,∞;H1,H) = ‖w‖2

L2(0,∞;H1) + ‖w(m)‖2
L2(0,∞;H) =

=




∞∫

0

‖λ1−k/ma(λ)ϕ(λ1/mt)‖2
Hdt




2

+




∞∫

0

‖a(λ)ϕ(m)(λ1/mt)‖2
Hdt




2

6

6 c2(‖a‖2
H1−(k+1/2)/m + ‖a‖2

H) 6 c3‖a‖2
H1−(k+1/2)/m .

Ôóíêöèÿ u(t) = U−1(w(t)) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wm(0,∞; X,Y ) è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ u(m)(0) = U−1a ∈ [X, Y ](k+1/2)/m.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Vk ∈ Wm(0,∞; X, Y ) òàêóþ, ÷òî V
(l)
k (0) = 0 ïðè 0 6 l 6 m − 1,

l 6= k è V
(k)
k (0) = ak, ãäå ak ∈ [X,Y ](k+1/2)/m. Â ñèëó ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñóùåñòâóåò

uk ∈ Wm(0,∞; X, Y ) òàêàÿ, ÷òî u
(k)
k (0) = ak. Ïîëîæèì

Vk(t) =
m∑

r=1

cruk(rt),

ãäå êîíñòàíòû cr îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé
m∑

r=1

rlcr = δlk, 0 6 l 6 m− 1. (3.5)

Óñëîâèÿ (3.5) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò êîíñòàíòû cr, ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü Âàíäåð-
ìîíäà â ñèñòåìå (3.5) íå ðàâåí íóëþ.

Ôóíêöèÿ V =
m−1∑
k=0

Vk ∈ Wm(0,∞; X,Y ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì V (k)(0) = ak. È ìîæíî

ïîëîæèòü V = R{ak}m−1
k=0 îãðàíè÷åííîñòü îòîáðàæåíèÿ R îáåñïå÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâà-

ìè (3.4).
Çàìå÷àíèå 3.1. Â òåîðåìå 3.3 ïðåäïîëîæåíèå I = (0,∞) ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì.
Óòâåðæäåíèå è äîêàçàòåëüñòâî îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ ëþáîãî I è ëþáîé òî÷êè t0 ∈ I, â
êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäû.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðîñòðàíñòâî Wm(R; X,Y ) äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëå-
íèå ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè óñëîâèå, ÷òî m ÿâëÿåòñÿ öåëûì,
íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è ìû ñåé÷àñ äàäèì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà W s(R; X,Y )
äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî s > 0. Äëÿ öåëûõ s ïðîñòðàíñòâà W s(R; X, Y ) ñîâïàäàþò ñ
Wm(R; X, Y ), s = m.

Îïðåäåëèì W s(R; X, Y ) = {u ∈ L2(R; X) : |ξ|sF [u] ∈ L2(R, Y )}. Â âåäåì â W s(R; X,Y )
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(u, v)W s(R;X,Y ) = (u, v)L2(R;X) + (|ξ|sF [u], |ξ|sF [v])L2(R;Y ).

Äîêàçàííûå òåîðåìû 3.1, 3.2 è 3.3 äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ïðîñòðàíñòâà W s(R; X,Y ).
Ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ äîïóñêàþò äðóãîå îïðåäåëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôàêòîðíîðìû.

Òåîðåìà 3.4. Ïðîñòðàíñòâî [X,Y ]θ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ
u(0) ôóíêöèé èç W s(R; X, Y ), ãäå s =

1

2θ
ñ ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì

|||a|||[X,Y ]θ = inf
u(0)=a

‖u‖W s(R;X,Y ), (3.6)

äëÿ ëþáîãî a ∈ [X, Y ]θ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ ñëåäóåò èç òåî-
ðåì 3.2 è 3.3. Ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì. Â ñàìîì äåëå, ïðîñòðàíñòâî [X,Y ]θ ñíàá-
æåííîå íîðìîé (3.6), åñòü ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà W s(R; X, Y ) ïî
çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó òàêèõ ôóíêöèé v(t), äëÿ êîòîðûõ v(0) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñíîâà ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ñëåäà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì îòîáðàæåíèåì W s(R; X,Y ) → [X, Y ]θ, òî

‖a‖[X,Y ]θ 6 c1‖u‖W s(R;X,Y ) 6 c1|||a|||[X,Y ]θ .

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà ïîäíÿòèÿ R.

3.4. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà
Íàðÿäó ñ ïàðîé ïðîñòðàíñòâ {X,Y }, ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ ïàðó {X1, Y1} ñåïàðà-

áåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Àíàëîãè÷íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî âëîæåíèå X1 ⊂ Y1

ïëîòíîå è íåïðåðûâíîå.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü T � ëèíåéíûé îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

T : Y → Y1 � îãðàíè÷åíûé îïåðàòîð,

T : X → X1 � îãðàíè÷åíûé îïåðàòîð.
Òîãäà

T : [X; Y ]θ → [X1; Y1]θ � îãðàíè÷åíûé îïåðàòîð
äëÿ âñåõ θ ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ [X,Y ]θ, òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 3.4 ïîëîæèì
s =

1

2θ
, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ u ∈ W s(R; X,Y ), ÷òî u(0) = a. Ââåäåì ôóíêöèþ

v(t) = Tu(t), ïðè ïî÷òè âñåõ t. Â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà T ìû èìååì

v ∈ L2(R; X1), |ξ|sF [v] = T (|ξ|sF [u]) ∈ L2(R; Y1).

Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖v‖L2(R;X1) 6 c1‖u‖L2(R;X)

‖|ξ|sv‖L2(R;Y1) 6 c2‖|ξ|sF [u]‖L2(R;Y ).

Ñëåäîâàòåëüíî, v ∈ W s(R; X1, Y1) è

‖v‖W s(R;X1,Y1) 6 c3‖u‖W s(R;X,Y ). (3.7)

Òîãäà v(0) ∈ [X1, Y1]θ è v(0) = Ta è èìååò ìåñòî îöåíêà

‖Ta‖[X1,Y1]θ 6 c4‖v‖W s(R;X1,Y1),

îòêóäà, èñïîëüçóÿ (3.7), ïîëó÷àåì

‖Ta‖[X1,Y1]θ 6 c5 inf
u(0)=a

‖u‖W s(R;X,Y ).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 3.4 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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3.5. Ïîâòîðíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ è äâîéñòâåííîñòü
Ïóñòü θ1, θ2 ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî θ1 < θ2. Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ

ñëåäóåò âëîæåíèå
[X, Y ]θ1 ⊂ [X, Y ]θ2 . (3.8)

Òåîðåìà 3.6. Âëîæåíèå (3.8) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü èçîìîðôèçì U , îïðåäåëåííûé
â ðàçäåëå 3.2. Ìû âèäèì, ÷òî U åñòü èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ [X; Y ]θ è H1−θ. Ïðè ýòîì
H1−θ1 ïëîòíî â H1−θ2 .

Â ñèëó òåîðåìû 3.6 ê ïàðå ïðîñòðàíñòâ {[X, Y ]θ1 , [X,Y ]θ2} ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü
òåîðèþ èíòåðïîëÿöèè.

Òåîðåìà 3.7. Äëÿ ëþáîãî θ ∈ (0, 1) èìååò ìåñòî

[[X, Y ]θ1 , [X,Y ]θ2 ]θ = [X,Y ](1−θ)θ1+θθ2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

[H1−θ1 ,H1−θ2 ]θ = H(1−θ)θ1+θθ2 . (3.9)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðîñòðàíñòâî H1−θ1 åñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ
íà λθ2−θ1 â ïðîñòðàíñòâå H1−θ2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî [H1−θ1 ,H1−θ2 ]θ åñòü îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà λ(1−θ)(θ2−θ1) â ïðîñòðàíñòâå H1−θ2 . Òàêèì îáðàçîì,
[H1−θ1 ,H1−θ2 ]θ ñîâïàäàåò ñî âñåìè v ∈ H òàêèìè, ÷òî λ1−θ(λ(1−θ)(θ2−θ1)v) ∈ H, ÷òî è îçíà-
÷àåò (3.9).

Òåîðåìà 3.8. Äëÿ ëþáîãî θ ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

([X,Y ]θ)
′ = [Y ′, X ′]1−θ. (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âíîâü èñïîëüçóåì èçîìîðôèçì U . Ãèëüáåðòîâû ïðî-
ñòðàíñòâà Y è Y ′ ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü, ñîîòâåòñòâåííî, îòîæäåñòâèì H′ è H = H0.
Ïîñêîëüêó U åñòü èçîìîðôèçì èç X ′ íà H−1, à òàêæå èç [X; Y ]′θ íà Hθ−1, òî ñâîéñòâî (3.10)
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó Hθ−1 = [H,H−1]1−θ, êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäå-
ëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ [X, Y ]θ, ïîñêîëüêó H ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà λ â ïðîñòðàíñòâå H−1.
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Ðàçðåøèìîñòü
ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷

4.1. Åäèíñòâåííîñòü ñèëüíûõ ðåøåíèé
Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1.4)�(1.5) ó÷àñòâóåò îïåðàòîð A. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé

ïîëóãðóïï äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è, äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ V -êîýðöèòèâíûì. Òîãäà îïåðàòîð −A ÿâëÿ-
åòñÿ ãåíåðàòîðîì àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì, òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
òåîðåìó 3.2 [5, ãëàâà 5] è ïîëó÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 2.6.
Çàìå÷àíèå 4.1. Â ñèëó (1.2) ñïåêòð îïåðàòîðà A ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, è ìíèìàÿ
îñü ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó.

×òîáû ïîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ñèëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1.4)�(1.5), ìû ïîëó÷èì ôîð-
ìóëó äëÿ ðåøåíèé â òåðìèíàõ òåîðèè ïîëóãðóïï.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü îïåðàòîð −A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû Tt (t >
0), è ïóñòü u(t) � ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.4)�(1.5), òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u(t) = Ttϕ +

t∫

0

Tt−sf(s)ds. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 0 6 s 6 t 6 T èìååì
d

ds

(
Tt−sA−1u(s)

)
= Tt−sA−1f(s).

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî s îò 0 äî t, ïîëó÷àåì

A−1u(t) = TtA−1ϕ +

t∫

0

Tt−sA−1f(s)ds.

Îòñþäà â ñèëó çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà A è ñîîòíîøåíèÿ (2.4) ïîëó÷àåì (4.1)
Òåîðåìà 4.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 4.2 çàäà÷à (1.4)�(1.5) ìîæåò èìåòü
íå áîëåå îäíîãî ñèëüíîãî ðåøåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç ôîðìóëû (4.1).

Çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî òåîðåìà íå óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ.
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4.2. Íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó (1.4)�(1.5) â ñëó÷àå íóëåâûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (1.5).

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ V -êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî f ∈ L2(0, T ; H) è ϕ = 0 çàäà÷à (1.4)�(1.5) èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f íóëåì íà R. Ýòî ïðîäîëæåíèå òàêæå îáîçíà÷èì
÷åðåç f . Î÷åâèäíî, ÷òî f ∈ L2(R, H). Ââåäåì îïåðàòîð-ôóíêöèþ

K(t) =

{
Tt, t > 0,
0, t 6 0.

×åðåç K îáîçíà÷èì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì K(t). Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð B :
L2(R, H) → L2(R, H), îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå

Bf(t) = AKf(t) = A
∞∫

−∞

K(t− s)f(s)ds,

îãðàíè÷åí. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èìååì

F [Bf ](λ) = F [AK](λ)F [f ](λ).

Â ñèëó òåîðåìû 2.5 è çàìå÷àíèÿ 4.1 èìååì

F [AK](λ) = A
∞∫

−∞

K(t)e−iλtdt = A
∞∫

0

Tte
−iλtdt = A(iλI −A)−1.

Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ìû ïîëó÷àåì

‖Bf‖2
L2(R,H) = ‖F [Bf ]‖2

L2(R,H) 6 sup
λ∈R

‖A(iλI −A)−1‖2‖F [f ]‖2
L2(R,H) =

sup
λ∈R

‖A(iλI −A)−1‖‖f‖2
L2(R,H) 6 c1‖f‖2

L2(R,H).

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå A(iλI −A)−1 = iλ(iλI −A)−1 − I è îöåíêà (2.15).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

u(t) =

t∫

0

Tt−sf(s)ds

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.4)�(1.5). Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî u ∈ W(A).
Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

u′(t) = f(t)−
t∫

0

ATt−sf(s)ds.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà B è çàìêíóòîñòè îïåðàòîðàA ìû ïîëó÷àåì, ÷òî u′,Au ∈
L2(0, T ; H).
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4.3. Óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
Ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïîëóãðóïï ëåãêî ïîëó÷èòü ðàçðåøèìîñòü îäíîðîäíûõ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ çàäà÷ ïî ôîðìóëå (2.4). Îäíàêî ïðèìåíåíèå ýòîé ôîðìóëû íàêëàäûâàåò èçëèøíèå
óñëîâèÿ íà íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ. Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè èíòåðïîëÿöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
òî÷íûå óñëîâèÿ íà íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ, ãàðàíòèðóþùèå ñèëüíóþ ðàçðåøèìîñòü. Èñïîëü-
çóÿ òåîðåìû î ñëåäàõ 3.3 ìû ñâåäåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ ñ
íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ V -êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì, òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî f ∈ L2(0, T ; H) çàäà÷à (1.4)�(1.5) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ [H,D(A)]1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò èíòåðïîëÿöèîí-
íîìó ïðîñòðàíñòâó [D(A), H]1/2. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (1.4)�(1.5) èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 3.3 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ v ∈ W(A), ÷òî u(0) = ϕ.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè w

w′(t) +Aw(t) = F (t), (t ∈ (0, T )) (4.2)
w(0) = 0, (4.3)

ãäå F (t) = f(t) − v′ − Av(t). Ïîñêîëüêó F ∈ L2(0, T ; H), òî ê çàäà÷å (4.2)�(4.3) ïðèìå-
íèìà òåîðåìà 4.4, è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ w ∈ W(A), ÿâëÿþùàÿñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (4.2)�(4.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u = w + v ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (1.4)�(1.5).

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ u ∈ W(A) åñòü ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.4)�(1.5), òîãäà ϕ = u(0)
ïðèíàäëåæèò èíòåðïîëÿöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó [D(A), H]1/2 â ñèëó òåîðåìû 3.2.

Òåîðåìà 4.5 èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé, ïîñêîëüêó
óñëîâèå ϕ ∈ [D(A); H]1/2 ÿâëÿåòñÿ íåêîíñòðóêòèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, îïèñàíèå èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ, çà èñêëþ÷åíèåì ðåäêèõ ñëó÷àåâ, çàäà÷à î÷åíü òðóäíàÿ. Êðî-
ìå òîãî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìû íå èìååì êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ D(A). Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ îñîáåííî õàðàêòåðíà â òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

4.4. Êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ
íà÷àëüíûõ äàííûõ

Ðàññìîòðèì â H ôîðìó a, ñîïðÿæåííóþ ê ôîðìå a. Ôîðìà a îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
a[u, v] = 〈A∗u, v〉, ãäå îïåðàòîð A∗ � ñîïðÿæåííûé ê A îïåðàòîð. Â ñèëó òåîðåìû 2.5 [5, ãëà-
âà 6] ôîðìà a ïîðîæäàåò îïåðàòîð A∗, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A. Îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ D(A∗) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì àíàëîãè÷íûì (1.3).

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ V -êîýðöèòèâíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò
ìåñòî íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ V ⊂ [D(A); H]1/2 è V ⊂ [D(A∗); H]1/2.

Òîãäà V = [D(A); H]1/2 = [D(A∗); H]1/2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ H ôîðìà (Aw, u)H îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðå-
ðûâíûé ôóíêöèîíàë f íà D(A) ïî ôîðìóëå 〈w, f〉 = (Aw, u)H . Äåéñòâèòåëüíî,

sup
w∈D(A)

|(Aw, u)H |
‖w‖D(A)

6 sup
w∈D(A)

‖Aw‖H‖u‖H

(‖Aw‖2
H + ‖w‖2

H)1/2
6 ‖u‖H .

Ôóíêöèîíàë f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = A′
0u, ãäå îïåðàòîð A′

0 îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð

A′
0 : H → (D(A))′, (4.4)

ïîñêîëüêó ‖f‖(D(A))′ 6 ‖u‖H .
Ïîêàæåì, ÷òî A∗ ⊂ A′

0, ò.å. A′
0u = A∗u äëÿ u ∈ D(A∗). Ïóñòü u ∈ D(A∗) è w ∈ D(A).

Îáîçíà÷èì A′
0u = f1 è A∗u = f2. Òîãäà

〈w, f1〉 = (Aw, u)H = (w,A∗u)H = 〈w, f2〉.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè w ∈ D(A) ìû èìååì A∗u = A′

0u â (D(A))′, íî A∗u ∈ H è
H ⊂ (D(A∗))′, ñëåäîâàòåëüíî, A∗u = A′

0u ∈ H äëÿ u ∈ D(A∗). Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A∗

îãðàíè÷åííî îòîáðàæàåò D(A∗) â H, òî è îïåðàòîð A′
0 îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð

A′
0 : D(A∗) → H. (4.5)

Èç (4.4) è (4.5) â ñèëó èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû 3.5 îïåðàòîð A′
0 îãðàíè÷åí êàê îïåðàòîð

A′
0 : [D(A∗), H]1/2 → [H, (D(A))′]1/2.

Îäíàêî ñîãëàñíî òåîðåìå 3.8 î äâîéñòâåííîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[H; (D(A))′]1/2 = ([D(A); H]1/2)
′.

Ïîýòîìó îãðàíè÷åí îïåðàòîð

A′
0 : [D(A∗), H]1/2 → ([D(A); H]1/2)

′. (4.6)

Ïîêàæåì, ÷òî A′
0u = A∗u, åñëè u ∈ V . Âîçüìåì u ∈ V è w ∈ D(A). Ïóñòü A′

0u = f1 è
A∗u = f2. Òîãäà

〈w, f1〉 = (Aw, u)H = 〈Aw, u〉 = 〈w, A∗u〉 = 〈w, f2〉.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè w ∈ D(A) ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî A∗u = A′

0u â (D(A))′, íî A∗u ∈ V ′

è V ′ ⊂ (D(A))′. Ñëåäîâàòåëüíî, A∗u = A′
0u ∈ V ′.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå f ∈ V ′. Òîãäà u = (A∗)−1f ∈ V è

‖u‖V 6 c1‖f‖V ′ , (4.7)

ãäå c1 > 0 îò f íå çàâèñèò. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû u ∈ [D(A∗); H]1/2 è

‖u‖[D(A∗);H]1/2
6 c2‖u‖V , (4.8)

ãäå c2 > 0 îò f íå çàâèñèò.
Â ñèëó (4.6) ïîëó÷àåì A′

0u = f ∈ ([D(A); H]1/2)
′. Ó÷èòûâàÿ (4.7), (4.8), ïîëó÷àåì,

‖f‖([D(A);H]1/2)′ 6 c3‖u‖[D(A∗);H]1/2
6 c3c2‖u‖V 6 c3c2c1‖f‖V ′ .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè f ∈ V ′ ïîëó÷àåì, ÷òî V ′ ⊂ ([D(A); H]1/2)
′. Ïåðåõîäÿ ê ñîïðÿæåí-

íûì ïðîñòðàíñòâàì, ïîëó÷àåì, ÷òî [D(A); H]1/2 ⊂ V . Âìåñòå ñ ïðåäïîëîæåíèåì òåîðåìû
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V = [D(A); H]1/2 ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì.

Ðàâåíñòâî V = [D(A∗); H]1/2 óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ãëàâà 5

Ïðèìåðû

5.1. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíà ëåììà î âëîæåíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàññìîòðèì

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H2, îòíîñèòåëüíîãî êîòîðîãî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âëîæåíèå
H2 ⊂ H ïëîòíî è íåïðåðûâíî.

Ëåììà 5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H2 íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàí-
ñòâî H1. Òîãäà èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå [H2, H]1/2 ⊂ [H1; H]1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ t > 0 è ψ ∈ H îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

K(t, ψ; H1, H) = inf
ψ0 + ψ1 = ψ,

ψ0 ∈ H1, ψ1 ∈ H

(‖ψ0‖H1 + t‖ψ1‖H).

Â ñèëó òåîðåìû 15.1 [10, ãëàâà 1] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

[H1; H]1/2 =



ψ ∈ H :

∞∫

0

t−2K2(t, ψ; H1, H)dt < ∞


 .

Â ñèëó âëîæåíèÿ H2 ⊂ H1 èìååò ìåñòî îöåíêà ôóíêöèè K(t, ϕ; H1, H) ïðè t > 0

K(t, ϕ; H1, H) 6 K(t, ϕ; H2, H).

Ïîýòîìó, åñëè t−1K(t, ϕ; H2, H) ∈ L2(0,∞), òî è t−1K(t, ϕ; H1, H) ∈ L2(0,∞). Ñëåäîâà-
òåëüíî, [H2, H]1/2 ⊂ [H1; H]1/2.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ
èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [8, 9, 16].

Ïóñòü Q ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. ×åðåç QT îáîçíà÷èì îãðà-
íè÷åííûé öèëèíäð QT = Q × (0, T ). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W k

2 (Q) ïðîñòðàíñòâî
Ñîáîëåâà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé èç L2(Q), èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå
âïëîòü äî k-ãî ïîðÿäêà èç L2(Q), ñ íîðìîé

‖u‖W k
2 (Q) =





∑

|α|6k

∫

Q

|Dαu(x)|2dx





1/2

.
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×åðåç W̊ k
2 (Q) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé Ċ∞(Q) â W k
2 (Q), à ÷åðåç W−k

2 (Q) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê W̊ k
2 (Q).

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) ((x, t) ∈ QT ) (5.1)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì
u|∂Q×(0,T ) = 0 (5.2)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u|t=0 = ϕ(x) (x ∈ Q). (5.3)

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà H âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî L2(Q), çà ïðîñòðàíñòâî V ïðèìåì ïðî-
ñòðàíñòâî W̊ 1

2 (Q), ñîîòâåòñòâåííî, V ′ = W−1
2 (Q). Îïåðàòîð A : W̊ 1

2 (Q) → W−1
2 (Q) îïðåäå-

ëèì ïî ôîðìóëå Au = −∆u, ãäå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûå ïðîèç-
âîäíûõ.

Îïåðàòîð A áóäåò W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé u ∈ Ċ∞(Q) èìååò

ìåñòî
Re〈Au, u〉 = −Re(∆u, u)L2(Q) = ‖∇u‖2

L2(Q) > c1‖u‖2
W̊ 1

2 (Q)
.

Çàäà÷ó (5.1)�(5.3) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó (1.4), (1.5).
Î÷åâèäíî, W̊ 2

2 (Q) íåïðåðûâíî âëîæåíî â D(A), ãäå A � íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð,
ïîñòðîåííûé ïî îïåðàòîðó A. Â ñèëó òåîðåìû 11.6 [10, ãëàâà 1] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

[W̊ 2
2 (Q); L2(Q)]1/2 = W̊ 1

2 (Q). (5.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 5.1 èìååì W̊ 1
2 (Q) ⊂ [D(A); L2(Q)]1/2 è ýòî âëîæåíèå íåïðå-

ðûâíî. Â ñèëó òåîðåìû 4.5 ìû èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Çàäà÷à (5.1)�(5.3) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ W̊ 1

2 (Q).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî èññëåäîâàòü ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì 2m-ãî ïîðÿäêà.

5.2. Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4.5 äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òàêèå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ðÿäîì ïðèíöèïè-
àëüíî íîâûõ ñâîéñòâ, íàïðèìåð, ãëàäêîñòü ñèëüíûõ ðåøåíèé ìîæåò íàðóøàòüñÿ âíóò-
ðè öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð AB : W̊ 1
2 (Q) → W−1

2 (Q), äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå
ABu = − div(B∇u), ãäå B : Ln

2 (Q) → Ln
2 (Q) îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Ìû îáîçíà÷èëè

Ln
2 (Q) =

n∏
k=1

L2(Q), W̊ 1,n
2 (Q) =

n∏
k=1

W̊ 1
2 (Q), W 1,n

2 (Q) =
n∏

k=1

W 1
2 (Q). Îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà

B áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 5.1. Îïåðàòîð B îãðàíè÷åííî îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî W̊ 1,n
2 (Q) â ïðîñòðàí-

ñòâî W 1,n
2 (Q).

Óñëîâèå 5.2. Îïåðàòîð AB ÿâëÿåòñÿ W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíûì.
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×åðåç AB îáîçíà÷èì íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ïîñòðîåííûé ïî îïåðàòîðó AB.
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðíî-äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

ut(x, t) +ABu(x, t) = f(x, t) ((x, t) ∈ QT ) (5.5)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì
u|∂Q×(0,T ) = 0 (5.6)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u|t=0 = ϕ(x) (x ∈ Q). (5.7)

Çàäà÷ó (5.5)�(5.7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó (1.4), (1.5).
Çàìåòèì, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 5.2 äëÿ îïåðàòîðà B ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ 5.2 è äëÿ îïåðàòîðà B∗. Ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó AB áóäåò îïåðàòîð AB∗ . Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ëþáûõ u, v ∈ Ċ∞(Q)

(ABu, v)L2(Q) = −(B∇u,∇v)Ln
2 (Q) = (u,AB∗v)L2(Q). (5.8)

Òàê êàê Ċ∞(Q) âñþäó ïëîòíî â W̊ 1
2 (Q), òîæäåñòâà (5.8) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ u ∈ D(AB),

v ∈ D(AB∗). Ñëåäîâàòåëüíî AB∗ ⊂ (AB)∗ è AB ⊂ (AB∗)∗. Îäíàêî â ñèëó W̊ 1
2 (Q)-êîýðöè-

òèâíîñòè îïåðàòîðîâ AB è AB∗ , 0 /∈ σ(AB) ∪ σ(AB∗), òî ïî ëåììå 13 [3, ãëàâà 14, ðàçäåë 6]
î ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðàõ (AB)∗ = AB∗ .

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð B îãðàíè÷åííî îòîáðàæàåò W̊ 1,n
2 (Q) â W 1,n

2 (Q), òî èìååò ìåñòî
íåïðåðûâíîå âëîæåíèå W̊ 2

2 (Q) ⊂ D(AB). Ñîîòâåòñòâåííî W̊ 2
2 (Q) íåïðåðûâíî âëîæåíî

âD(AB∗). Â ñèëó ëåììû 5.1 èìåþò ìåñòî íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ W̊ 1
2 (Q) ⊂ [D(AB); L2(Q)]1/2

è W̊ 1
2 (Q) ⊂ [D(AB∗); L2(Q)]1/2.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäà÷è (5.5)�(5.7) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.5, è ìû èìååì

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü îïåðàòîð B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 5.1 è 5.2, à îïåðàòîð B∗ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ 5.1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ L2(Q × (0, T )) çàäà÷à (5.5)�(5.7) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå
ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ W̊ 1

2 (Q).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû îïåðàòîðîâ B äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ 5.1 è 5.2. Ïîêà-
æåì, ÷òî äëÿ âàæíûõ êëàññîâ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíèìà
òåîðåìà 5.1.

Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Q. Ïóñòü ãðàíèöà îá-
ëàñòè Q ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáúåäèíåíèåì ∂Q =

⋃
i

Mi (i = 1, . . . , N0), ãäå Mi �
(n− 1)-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ êëàññà C∞, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè è ñâÿçíûìè â òî-
ïîëîãèè ∂Q. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè g ∈ ∂Q\⋃

i

Mi îáëàñòü Q äèôôåîìîðôíà
n-ìåðíîìó äâóãðàííîìó óãëó, åñëè n > 3, è ïëîñêîìó óãëó, åñëè n = 2.

Ââåäåì îãðàíè÷åííûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû Rij : L2(Rn) → L2(Rn) è RijQ : L2(Q) →
L2(Q) ïî ôîðìóëàì

Riju(x) =
∑

h∈M

aijh(x)u(x + h), RijQv = PQRijIQv.

Çäåñü M ⊂ Rn � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè; aijh ∈
C∞(Rn) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè; IQ � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé èç L2(Q)
íóëåì â Rn \Q; PQ � îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèé èç L2(Rn) íà Q.
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Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà B âîçüìåì îïåðàòîð R : Ln
2 (Q) → Ln

2 (Q), ââåäåííûé ïî ôîðìóëå

(Ru)i =
n∑

j=1

RijQuj, i = 1, 2, . . . , n,

ãäå u = (u1, . . . , un)T .
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð AR ïî ôîðìóëå

AR = − div(R∇u).

Ñîîòâåòñòâåííî ââåäåì íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð AR : D(AR) ⊂ L2(Q) → L2(Q).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ W̊ 1

2 (Q)-êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðà AR, ñëå-
äóÿ [22], ââåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G àääèòèâíóþ
àáåëåâó ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì M , à ÷åðåç Qr îòêðûòûå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû
ìíîæåñòâà Q \

( ⋃
h∈G

(∂Q + h)

)
.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ìíîæåñòâà Qr ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäîáëàñòÿìè, à ñîâîêóïíîñòü R
âñåâîçìîæíûõ ïîäîáëàñòåé Qr � ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Q.

Ðàçáèåíèå R åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû: áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäîáëàñòè Qr1 , Qr2 ∈ R ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó, åñëè ñóùåñòâóåò h ∈ G
òàêîå, ÷òî Qr2 = Qr1 + h. Îáîçíà÷èì ïîäîáëàñòè Qr ÷åðåç Qsl, ãäå s � íîìåð êëàññà
(s = 1, 2, ...), à l � ïîðÿäêîâûé íîìåð ïîäîáëàñòè â s-îì êëàññå. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè
îáëàñòè Q êàæäûé êëàññ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N = N(s) ïîäîáëàñòåé Qsl è N(s) 6
([diam Q] + 1)n.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíîñòè â àëãåá-

ðàè÷åñêîé ôîðìå, ìû ââåäåì ìàòðèöû Rijs(x) (x ∈ Qs1) ïîðÿäêà N(s)×N(s) ñ ýëåìåíòàìè

rijs
kl (x) =

{
aijh(x + hsk), h = hsl − hsk ∈ M,
0, hsl − hsk /∈ M.

Â ñèëó òåîðåìû 9.1 [22, ãëàâà 2], åñëè îïåðàòîð AR ÿâëÿåòñÿ W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíûì, òî

äëÿ âñåõ s = 1, 2, . . . , x ∈ Qs1 è 0 6= ξ ∈ Rn ìàòðèöû
n∑

i,j=1

(Rijs(x) + R∗
ijs(x))ξiξj

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû.
Ïóñòü òåïåðü x ∈ Qs1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì âñå òî÷êè xl ∈ Q òàêèå, ÷òî

xl − x ∈ G. Ïîñêîëüêó îáëàñòü Q îãðàíè÷åííàÿ, ìíîæåñòâî {xl} ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê I = I(s, x) (I > N(s)). Ïåðåíóìåðóåì òî÷êè xl òàê, ÷òî xl = x + hsl äëÿ
l = 1, . . . , N = N(s), x1 = x, ãäå hsl óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Qsl = Qs1 + hsl.

Ââåäåì ìàòðèöû Aijs(x) ïîðÿäêà I × I ñ ýëåìåíòàìè aijs
lk (x) ïî ôîðìóëå

aijs
lk (x) =

{
aijh(x

l), h = xk − xl ∈ M,
0, xk − xl /∈ M.

Â ñèëó òåîðåìû 9.2 [22, ãëàâà 2], åñëè äëÿ âñåõ s = 1, 2, . . . , x ∈ Qs1 è 0 6= ξ ∈ Rn ìàòðèöû
n∑

i,j=1

(Aijs(x) + A∗
ijs(x))ξiξj
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ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, òî îïåðàòîð AR ÿâëÿåòñÿ W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíûì.

Î÷åâèäíî, åñëè I = N , òî ìàòðèöà Rijs(x) ðàâíà ìàòðèöå Aijs(x). Åñëè N < I, òî
ìàòðèöà Rijs(x) ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Aijs âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíèõ I − N ñòðîê è
ñòîëáöîâ.

Ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå
ut(x, t) +ARu(x, t) = f(x, t) ((x, t) ∈ QT ) (5.9)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì
u|∂Q×(0,T ) = 0 (5.10)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u|t=0 = ϕ(x) (x ∈ Q). (5.11)

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíîñòè äëÿ îïåðàòîðà AR.

Òîãäà çàäà÷à (5.9)�(5.11) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ϕ ∈ W̊ 1

2 (Q).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 5.1 è 5.2. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ñèëó ëåììû 8.13 [22, ãëàâà 2] îïåðàòîð R íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò W̊ 1,n

2 (Q) â
W 1,n

2 (Q). À ïî óñëîâèþ òåîðåìû îïåðàòîð AR ÿâëÿåòñÿ W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíûì. Àíàëîãè÷-

íî R∗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 5.1.
Òàêèì îáðàçîì ê çàäà÷å (5.9)�(5.11) ïðèìåíèìà òåîðåìà 5.1.

Ïðèìåð 5.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (5.9)�(5.11), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Q = (0, 4
3
)× (0, 4

3
),

AR = − div(RQ∇u),

RQ = PQRIQ, Ru(x) = u(x) + au(x1 + 1, x2 + 1) + au(x1 − 1, x2 − 1), 0 < a < 1. Î÷åâèäíî,
ðàçáèåíèå R îáëàñòè Q ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ ïîäîáëàñòåé:

1. Q11 =

(
0,

1

3

)
×

(
0,

1

3

)
, Q12 =

(
1,

4

3

)
×

(
1,

4

3

)

2. Q21 = Q \ (Q11 ∪Q12).
Ââåäåì ìíîæåñòâî K ⊂ ∂Q ñîñòîÿùåå èç èç ÷åòûðåõ òî÷åê: g1 =

(
1

3
, 0

)
, g2 =

(
4

3
, 1

)
,

g3 =

(
0,

1

3

)
, g4 =

(
1,

4

3

)
.

Ìàòðèöû As(x) (x ∈ Qs1, s = 1, 2) èìåþò âèä

A1(x) =

(
1 a
a 1

)
(x ∈ Q11),

A2(x) =

(
1 a
a 1

)
(x ∈ Q21 ∩ K), A2(x) = (1) (x ∈ Q21 \ K).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû As(x)(ξ2
1 + ξ2

2) (x ∈ Qs1; s = 1, 2) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð AR ÿâëÿåòñÿ W̊ 1

2 (Q)-êîýðöèòèâíûì.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2 çàäà÷à (5.9)�(5.11) èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ W̊ 1
2 (Q).

Îäíàêî â [22] äîêàçàíî, ÷òî D(AR) 6⊂ W 2
2 (Q). Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, â ðàáîòå [15]

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî íàðóøåíèå ãëàäêîñòè ñèëüíûõ ðåøåíèé íà ãðàíèöå ñî-
ñåäíèõ ïîäîáëàñòåé Qs1l1 × (0, T ) è Qs2l2 × (0, T ) è âáëèçè ìíîæåñòâà K × (0, T ). Â ýòîì
ïðèìåðå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(AR) íå ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ Ñî-
áîëåâà. Òåì íå ìåíåå, èñïîëüçóÿ ïîäõîäû, ïðåäëîæåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ìû èìååì
îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ â âèäå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.
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5.3. Óðàâíåíèÿ ñ ðàñòÿæåíèåì è ñæàòèåì àðãóìåíòîâ
Ââåäåì òåïåðü îïåðàòîðû ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ Tij : L2(Rn) → L2(Rn) è TijQ : L2(Q) →

L2(Q) ïî ôîðìóëàì

Tiju(x) =
∑

l∈N

aijlu(q−lx), TijQv = PQTijIQv,

ãäå N ⊂ N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë; aijl ∈ C; q > 1; îïåðàòîðû IQ è PQ

îïðåäåëåíû òàê æå, êàê è â ðàçäåëå 5.2.
Ââåäåì îïåðàòîð T : Ln

2 (Q) → Ln
2 (Q) ïî ôîðìóëå

(Tu)i =
n∑

j=1

TijQuj (i = 1, 2, . . . , n),

ãäå u = (u1, . . . , un)T . Âîçüìåì â êà÷åñòâå îïåðàòîðà B îïåðàòîð T è ðàññìîòðèì ôóíê-
öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð AT ñ ðàñòÿæåíèåì è ñæàòèåì àðãóìåíòîâ. Ñîîò-
âåòñòâåííî ââåäåì íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð AT : D(AT ) ⊂ L2(Q) → L2(Q).

Îáîçíà÷èì tij(λ) =
∑
l∈N

aijlλ
l. Â ñèëó òåîðåìû 1 [13], óñëîâèå

n∑
i,j=1

tij(λ)ξiξj > 0 (λ ∈ C, |λ| = qn/2, 0 6= ξ ∈ Rn) (5.12)

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðà AT . Åñëè äîïîëíèòåëüíî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáëàñòü Q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Q ⊂ qQ,

òî â ñèëó òåîðåìû 2 [13] óñëîâèå (5.12) ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì äëÿ W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíîñòè

îïåðàòîðà AT .
Ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêîå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàñòÿæå-

íèåì è ñæàòèåì àðãóìåíòîâ

ut(x, t) +AT u(x, t) + Cu(x, t) = f(x, t) ((x, t) ∈ QT ) (5.13)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì
u|∂Q×(0,T ) = 0 (5.14)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u|t=0 = ϕ(x) (x ∈ Q). (5.15)

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà T âûïîëíåíî óñëîâèå (5.12). Òîãäà çàäà÷à (5.13)�(5.15)
èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ W̊ 1

2 (Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîðû T , T ∗ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 5.1. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî îïåðàòîðû T , T ∗ îãðàíè÷åííî îòîáðàæàþò W̊ 1,n

2 (Q) â W 1,n
2 (Q). Ïî óñëîâèþ òåî-

ðåìû AT è AT ∗ áóäóò W̊ 1
2 (Q)-êîýðöèòèâíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ê çàäà÷å (5.13)�(5.15) ïðèìåíèìà òåîðåìà 5.1.
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Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü Q = {|x| < 1} ⊂ Rn. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ut(x, t)−∆(u(x, t) + a1u(q−1x, t)) = f(x, t) ((x, t) ∈ QT ), (5.16)

u|∂Q×(0,T ) = 0, (5.17)
u|t=0 = ϕ(x) (x ∈ Q), (5.18)

ãäå q > 1, a1 ∈ R.
Â äàííîì ïðèìåðå, óñëîâèå (5.12) îçíà÷àåò |a1| 6 q1−n/2. Ïî òåîðåìå 5.3 çàäà÷à (5.16)�

(5.18) èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ W̊ 1
2 (Q).
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